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Si he llegado al lugar donde estoy es
porque he subido a hombros de gi-
gantes. Issac Newton

1. Introduccion

L estudio de las ecuaciones es tan an-

tigua como la invencién de los primeros
conocimientos matematicos. LLos rastros mas an-
tiguos que los especialistas en la historia de la
matematica seflalan se ubican en la cultura Ba-
bilénica [2].

Se tiene conocimiento de que la invencién de alge-
bra literal se debid, en gran parte, a la notacion
usada por el matematico italiano Gerolamo Car-
dano, quien uso por primera vez la letra x para
denotar a las variables.

Asimismo, las variables eran llamadas indetermi-
nadas; actualmente algunos autores siguen man-
teniendo esta denominacion.

2. Ecuacion cuadratica

Generalmente se presenta las ecuaciones
cuadréticas de incdgnita = en su forma poli-
nomial [1] siguiente:

ar’ +br+c=0 (D)

donde a,b,c € R Aa # 0.
Por otro lado, su forma reducida es :

22+nr+m=0

Asimismo, se presentan otros ejemplos de ecua-
ciones cuadraticas:

m 32 —Ty+12=0

n V222 4+05=0

2.1. Meétodos de resolucion

Existen diversos métodos que nos ayudan a re-
solver una ecuacion. Entre los métodos mas
usuales tenemos:

1. Método por factorizacion.

2. Método por férmula general.

2.1.1. Método por factorizacion

En este caso, utilizaremos los diversos métodos de
factorizacion para resolver una ecuacion.

Por ejemplo, utilizamos el método del aspa simple
para resolver la siguiente ecuacion:

22 +6x+8=0



2.1 Meétodos de resolucion
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Solucion:
Aplicando el método del aspa simple, obtenemos
los factores correspondientes:

(z+4)(x+2)=0

Ahora, aplicando el teorema de nimeros reales:
Va,b € Rsecumplequea.b =0 a=0vVb=0

Tenemos que las dos raices (o dos soluciones, en
este caso) ! de la ecuacion son:

r1=—4yzre = -2

Finalmente, el conjunto solucién de la ecuacion
es:

C.8. = {—4,-2}

'Aqui debemos hacer una aclaracién. Solucién de una
ecuacion en general se refiere al valor numérico que verifica
la igualdad. Por otro lado, hablaremos de raiz cuando traba-
jemos ecuaciones polindmicas.

Ahora bien, en algunos casos, estrictamente en las ecua-
ciones polindmicas, puede suceder que las soluciones co-
incidan con las raices; o que haya dos raices de igual valor
pero s6lo una solucién. En este ultimo caso, sefialaremos
que existe una raiz de multiplicidad 2.

En general, en una ecuacion polinomial se cumple

N°soluciones < N°raices

La igualdad se cumple cuando todas las raices son simples
(se repiten una sola vez). De ahi que toda raiz es solucién y
viceversa.

Por ejemplo: La ecuacién

(x+3)(z—1)(x—2)=0

posee como raices a —3, 1, 2. Asimismo, se observa que to-
das las raices son simples; en consecuencia, —3, 1,2 seran
soluciones de la ecuacion.

Por otro lado, en la ecuacion

(=42 +5)(x +1) = 0

Se observa que las raices son —4 de multiplicidad 3 (se
repite 4 veces), 5 de multiplicidad 2 (se repite 2 veces) y
—1 que es una raiz simple. Por lo tanto, la ecuacién tiene 6
raices, pero sélo 3 soluciones (4, —5, —1)

2.1.2. Férmula general

De (1) encontraremos la féormula para hallar las
raices de la ecuacion polindmica cuadritica. Para
ese fin, despejamos z de la forma siguiente:
Dividimos a (1) por a,

b
x2+—x+220
a a

Ahora, completando cuadrados tenemos

2 2
x2+2<i)x—|—b——b—+220

2a 4a2 . 4a?  «a

+b2+c ®
€T — - =
a a 4a?

’ b 2+4ac b? 0
v 2a 402  4a?

b 2
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A continuacidon, sacando raiz cuadrada a cada
miembro de la igualdad

+£ 2_ /b2 — dac
o 2 ) 4q?

b
2a

b? — dac
4a?

b? — 4dac
4a?

De esté ultimo resultado, se desprenden dos igual-
dades en funcién de la definicién del valor abso-

luto
b b2 —4
ey b VP ac
2a 2a

T+

Finalmente, la formula general para encontrar las
raices de una ecuacion cuadratica de la forma (1)
queda expresada de la siguiente manera

—b+V/b? — 4dac

2a

2)

T2 =



2.2 Relacion entre raices y coeficientes
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Esta igualdad se puede desdoblar en dos subigual-
dades

_ —b+ Vb —4ac

x

2a
—b —/b? — 4dac
Ty =
2a

Ejemplo: Resolver
327 +x+5=0

Solucion:

Aplicando la féormula general (2) tenemos:

S+ /T —AB)()

e 23)
Operando tendremos las dos soluciones de la
ecuacion
—1++/-39
rH=—-
6
-1 —=+/-59
Tg = —————
6
Obs:

v —5b9 se puede expresar como /59 —1, pero
como V=1 = 7, entonces v/—59 = /59

Luego:

—1+ /59
6

~ —1— /59
6

T —

2.2. Relacion entre raices y -coefi-

cientes

Consideremos x; y x, raices de la ecuacion (1),
entonces se establece las siguientes relaciones 2

Establecidas por los matemdticos Gerolamo Cardano
(1501-1576) y Frangois Viete (1540-1603)

en funcién de las raices y los coeficientes, esto es

—b

Ty + Ty = —
a

3)

“4)

c
T1T2 = —
a

Obs: Para encontrar la diferencia de las raices, uti-
lizamos la siguiente identidad algebraica:

(x1 + 1:2)2 — (27 = x2)2 =4x17,
que operando se obtiene

(21 — x2)2 = 429 + (1 + x2)2

(&)

Aplicacion:
Sean x; A -, raices de la ecuacion
32 + Tz +2k =0

Calcular k si (1 + 3)(z2+3) =6
Solucion:

De la expresion (x; + 3)(z2 + 3) = 6 se obtiene
la siguiente relacion

1T + 3(I‘1 -+ IL'Q) = -3

Asimismo, se observa que encontramos las rela-
ciones de las raices (3) y (4). Ademas, de la
ecuacion presentada tenemos la siguiente relacion
de sus raices:

2k

$1+£L‘2:%/\$1.’B2: 3

Reemplazando en
1T + 3(.1'1 + 1’2) =-3

tenemos
2k

—7
Zi3(=)=-3
5 +i(5)
2k — 21 = —9
k:



2.4 Ecuaciones equivalentes

Nota 1:

= Siz; Axy sonraices simétricas u opuestas, se
cumple que z; + x5 = 0

= Si z; A x9 son raices recicprocas o inversas,
se cumple que z172 = 1

Nota 2:
Para formar la ecuacion cuadrética a partir de sus
raices x1 y xo, procedemos de la siguiente forma

22— (2 +To)x + 125 =0

(6)

2.3. Analisis de sus raices

De la férmula general (2) se define el determinante
(A) de la ecuacién (1) como:

A = b — dac (7)

Ahora, si reemplazamos A en (2), tendriamos que

—b+VA
2a

De (8) se establece las siguientes relaciones para
las raices de la ecuacion:

®)

T12 =

» Si A > 0, la ecuacion posee raices reales y
diferentes.

= Si A = 0, la ecuacion posee raices reales e
iguales.

= Si A <0, laecuacion posee raices complejas
y conjugadas.

Obs:

Si A > 0, la ecuacion posee raices reales.

2.4. Ecuaciones equivalentes

Dos o més ecuaciones son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucién. Ahora bien, para el ca-
so particular de dos ecuaciones equivalentes, por
ejemplo

ar®* +bx +c=0

nz? +max4p=0

se cumple la siguiente relacion entre sus coefi-
cientes
a b c
—=-—=—-=cte
m._ - p

€))

Aplicacion:
Si las ecuaciones
(n—12*>—(m+1)z+3=0

ma* +(2—n)z+2=0

son equivalentes, hallar m + n.

Solucion:
De (9) establecemos la siguiente relacion
n—1_ —(m+1) 3
m  2-n 2

Considerando las igualdades

—1
nel S g smeo
m 2
— 1
M:§:>3n—2m:8
2—n 2

Ahora, del sistema de ecuaciones
2n —3m = 2
3n—2m =28

encontramos que n =4y m = 2.
Luego, el valor de

n+m=4+2=06

Por lo tanto:
n+m==6



2.5 Ejercicios
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Teorema 1. Para el caso que las ecuaciones
2 4+ar+b=0

> +pr+q=0

tengan una solucion en comin, se determina la
siguiente relacion

(¢ —b)* = (ag — bp)(q — b)

Demostracion. Consideremos x; A x9 raices del
polinomio P(x) = x* + ax + b, entonces

Por otro lado, para P(z) por (3) y (4) se despren-
de que 71 + 13 = —a, 1119 = bA D2 + 23 =
(11 + 29)* — 221209 = a® — 2b - - - (10)

A continuacion, evaluamos x; A x5 para el poli-
nomio Q(z) = z* + px + ¢, considerando z; la
raiz comin entre P(z) y Q(x); que nos origina

Q(21).Q(72) = (z7 +pr1+q) (25 + pr2+q) =0

De ahi que:
2222 + prix 4 qr? + prad + pPrias + pgry +
qz3 + qpra + ¢> = 0

Agrupando convenientemente
wixy + q(af +a3) + pri@s (1 + 22) + pPrizs +
pa(z1 + 22) +¢° =0

Ahora bien, de las relaciones (10), reemplazando
en el resultado anterior

Q(21)-Q(x2) = (¢ = b)* + (p — a)(bp — aq) = 0

Finalmente:

(¢ — ) = (ag — bp)(q — b)

2.5. Ejercicios

1. Calcular el valor de a si las raices de la

ecuacion:
3(a —4)x* — (5a — 8)x + 56 —2a =0

son reciprocas.
a) -4 b) -3 c)-2 d)-1 e)0

. A partir de la ecuacion en x:

3z(x —6) + 28n = 2(8 — nx)

Hallar el valor de n sabiendo que sus raices
son simétricas.
a)7 b) 8 c)6 d) -9 e)9

. Sim y n son raices de la ecuacion

22 —6x+p=0
Entonces el valor de

m? +n%+2p

J:
3

es igual a:
a) 12 b) 6 c) -6 d) 4 e)-3

. Hallar el valor de m si las raices que origina

la ecuacion
62> —1le+m =20

son entre si como 9 es a 2.
a)5s b) 4 c)3 d)2 e)l

. Si las raices de la ecuacion

(z—a)+ (z —b)?*+2% = (x4 ¢)?

son reales e iguales, podemos afirmar
que:

a) (—2a) es media arménicade by ¢
b) (—2a) es media arménica de b? y ¢?
¢) (—2c) es media aritméticade a y b
d)ab+ ac+bc=0

e)a?+b? +c® =ab+ ac+ be
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